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Przestrzenie Lp dla p ∈ [1,∞)

Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie ustalon¡ przestrzeni¡ z miar¡.

Przestrze« funkcji caªkowalnych w p-tej pot¦dze:

Lp(µ) := {x : Ω→ F mierzalna :

∫
Ω
|x(t)|p dµ <∞}

o warto±ciach w ciele F = R,C wraz z dziaªaniami

(x + y)(t) := x(t) + y(t), (λx)(t) := λx(t)

gdzie x , y ∈ Lp(µ), λ ∈ F,

 dziaªania
okre±lone
punktowo!


jest przestrzeni¡ liniow¡ nad F.

Na przestrzeni Lp(µ) okre±lona jest tzw. p-ta norma

‖x‖p :=

(∫
Ω

|x(t)|p dµ
) 1

p

Uwaga: ‖x‖p = 0 ⇐⇒ µ({t ∈ Ω : x(t) 6= 0}) = 0
def⇐⇒ x

µ-pw
= 0
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Twierdzenie (Nierówno±¢ Höldera)

Hölder

Dla 1 < p, q <∞ takich, »e 1
p + 1

q = 1 oraz x ∈ Lp(µ) i y ∈ Lq(µ)

‖x · y‖1 ¬ ‖x‖p · ‖y‖q,

czyli ∫
Ω

|xy | dµ ¬
(∫

Ω

|x |p dµ
) 1

p
(∫

Ω

|y |q dµ
) 1

q

Równo±¢ zachodzi ⇐⇒ |x |p i |y |q s¡ liniowo zale»ne µ-pw

(tzn. α|x |p = β|y |q µ-pw dla pewnych α, β ∈ R nierównych zero jednocze±nie)

Dowód: Je±li ‖x‖p = 0, to x = 0 µ-pw, sk¡d x · y = 0 µ-pw i teza

zachodzi trywialnie. Podobnie, gdy ‖y‖q = 0. Zaªó»my zatem, »e

‖x‖p 6= 0 i ‖y‖q 6= 0. Zastosujemy nierówno±¢ Younga

Young

,

która mówi, »e dla dowolnych liczb a, b > 0 mamy

a · b ¬ 1

p
ap +

1

q
bq,

a która wynika z wªasno±ci logarytmu:
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ln(ab) = ln a + ln b
= 1

p ln ap + 1
q ln bq

¬ ln
(
1
pa

p + 1
qb

q
)
,

nierówno±¢ wynika z wkl¦sªo±ci
logarytmu. Zdejmuj¡c ln otrzy-

mujemy nierówno±¢ Younga.
Równo±¢ zachodzi ⇐⇒ ap = bq

Podstawiaj¡c a = |x(t)|
‖x‖p i b = |y(t)|

‖y‖q do a · b ¬ 1
pa

p + 1
qb

q mamy

|x(t)y(t)|
‖x‖p‖y‖q

¬ 1

p
· |x(t)|p

‖x‖pp
+

1

q
· |y(t)|q

‖y‖qq
, dla ka»dego t ∈ Ω.

Caªkuj¡c powy»sz¡ nierówno±¢ obustronnie∫
Ω |x(t)y(t)| dµ
‖x‖p‖y‖q

¬ 1

p
·
∫

Ω |x(t)|p dµ
‖x‖pp

+
1

q
·
∫

Ω |y(t)|q dµ
‖y‖qq

=
1

p
+

1

q
= 1.

Mno»¡c obustronnie przez ‖x‖p‖y‖q dostajemy ‖x · y‖1 ¬ ‖x‖p · ‖y‖q.

Przy czym, ‖x · y‖1 = ‖x‖p · ‖y‖q ⇐⇒ |x(t)|p
‖x‖pp

= |y(t)|q
‖y‖qq

µ-pw.Czyli
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‖x · y‖1 = ‖x‖p · ‖y‖q ⇐⇒ ‖y‖qq · |x |p = ‖x‖pp · |y |q µ-pw
⇐⇒ |x |p i |y |q s¡ liniowo zale»ne µ-pw

�⇐� Je±li α|x |p = β|y |q µ-pw, to caªkuj¡c mamy α‖x‖pp = β‖y‖qq,
sk¡d je±li (α, β) 6= (0, 0), to ‖y‖qq · |x |p = ‖x‖pp · |y |q µ-pw. �

Twierdzenie (Nierówno±¢ Minkowskiego)

Minkowski

Dla dowolnego p ­ 1 oraz x , y ∈ Lp(µ)

‖x + y‖p ¬ ‖x‖p + ‖y‖p.

Dowód: Dla p = 1 dowód jest ªatwy:

‖x + y‖1 =
∫
Ω

|x + y | dµ
N.Trójk¡ta
¬

∫
Ω

|x |+ |y | dµ =
∫
Ω

|x | dµ+
∫
Ω

|y | dµ

= ‖x‖1 + ‖y‖1.
Zaªó»my, »e p > 1. Wtedy istnieje q > 1 takie, »e 1/p + 1/q = 1:

q := p/(p − 1).

Zastosowujemy nierówno±¢ Höldera!
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‖x + y‖pp =
∫

Ω |x + y |p dµ =
∫

Ω |x + y | · |x + y |p−1 dµ
N.Trójk¡ta
¬

∫
Ω |x | · |x + y |p−1 dµ+

∫
Ω |y | · |x + y |p−1 dµ

N.Höldera x2
¬ ‖x‖p ·

(∫
Ω |x + y |q(p−1)dµ

) 1
q

+ ‖y‖p ·
(∫

Ω |x + y |q(p−1)dµ
) 1

q

q(p−1)=p
= ‖x‖p · ‖x + y‖p/qp + ‖y‖p · ‖x + y‖p/qp

= (‖x‖p + ‖y‖p) · ‖x + y‖p/qp .

Dziel¡c obie strony przez ‖x + y‖p/qp i st¡d, »e p − p/q = 1 mamy

‖x+y‖pp
‖x+y‖p/qp

¬ ‖x‖p + ‖y‖p.‖x + y‖p−p/qp =‖x + y‖p = �

Konwencja:

W przestrzeni Lp(µ) uto»samiamy funkcje równe µ-pw

(formalnie elementami Lp(µ) s¡ klasy abstrakcji relacji y
µ-pw
= x).

Zatem (Lp(µ), ‖ · ‖p) jest przestrzeni¡ unormowan¡!
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Tw. Lp(µ) jest przestrzeni¡ Banacha dla ka»dego p ∈ [1,∞).

Dowód: Niech {xn}∞n=1 ⊆ Lp(µ) ci¡g Cauchy. Przechodz¡c do

podci¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e ‖xn − xm‖p ¬ 1
4n dla m ­ n. Lem. Wyk1

Poka»emy, »e zbiór

A := {t ∈ Ω : ∀N∃n>N |xn(t)− xn+1(t)| ­ 1/2n}
ma miar¦ zero oraz ci¡g {xn}∞n=1 jest zbie»ny punktowo na Ω \ A.

Zapiszmy A =
∞⋂

N=1

∞⋃
n=N

An, gdzie An := {t : |xn(t)− xn+1(t)| ­ 1
2n }.

Zauwa»my, »e ∫
An
|xn − xn+1|p︸ ︷︷ ︸
­(1/2n)p

dµ1
2npµ(An) ¬ ¬ ‖xn − xn+1‖pp ¬ 1

4np ,

sk¡d µ(An) ¬ 1
2np . Zatem

µ(A) ¬ µ(
∞⋃

n=N

An) ¬
∞∑

N=n

µ(An) ¬
∞∑

n=N

1

2np
−→ 0, przy N →∞

jako ogon szeregu zbie»nego

Czyli µ(A) = 0. Zauwa»my dalej, »e
7 / 13



t ∈ Ω \ A⇐⇒ ∃N ∀n­N |xn(t)− xn+1(t)| < 1
2n

=⇒ ∃N ∀m­n­N |xn(t)− xm(t)| <
m−1∑
k=n

1
2k

n,m→∞−→ 0.

Zatem dla t ∈ Ω \ A ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest Cauchy, a wi¦c jest

zbie»ny. Poªó»my x(t) := limn→∞ xn(t), gdy t ∈ Ω \ A, oraz x(t) = 0,

gdy t ∈ A. Wtedy xn
µ-pw−→ x .
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t ∈ Ω \ A⇐⇒ ∃N ∀n­N |xn(t)− xn+1(t)| < 1
2n

=⇒ ∃N ∀m­n­N |xn(t)− xm(t)| <
m−1∑
k=n

1
2k

n,m→∞−→ 0.

Zatem dla t ∈ Ω \ A ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest Cauchy, a wi¦c jest

zbie»ny. Poªó»my x(t) := limn→∞ xn(t), gdy t ∈ Ω \ A, oraz x(t) = 0,

gdy t ∈ A. Wtedy xn
µ-pw−→ x . Sprawdzamy zbie»no±¢ w normie:

‖x − xn‖pp =

∫
Ω
|x(t)− xn(t)|p dµ =

∫
Ω\A

lim
m→∞

|xm(t)− xn(t)|p dµ

Fatou
¬ lim inf

m→∞

∫
Ω
|xm−xn|p dµ ¬ sup

m­n
‖xn−xm‖pp ¬ (1/4)pn −→ 0.

Czyli xn
‖·‖p−→ x . Skoro ‖x‖p ¬ ‖x − xn‖p + ‖xn‖p <∞, to x ∈ Lp(µ).�

Uwaga. Z dowodu wynika, »e

xn
‖·‖p−→ x =⇒ ∃{xnk }∞k=1

xnk
µ-pw−→ x .

Natomiast na ogóª xn
‖·‖p−→ x 6=⇒ xn

µ-pw−→ x . 9 / 13



Prz. (W¦druj¡cy garb) Na przestrzeni Lp[0, 1] = Lp(λ), gdzie λ
miara Lebesgue'a na odcinku [0, 1] ustawmy ci¡gi k-elementowe

x
(k)
i = 1[ i−1

k
, i
k

), i = 1, ..., k , k ∈ N, w jeden ci¡g {xn}∞n=1:

x1 = 1[0,1), x2 = 1[0, 1
2

),

x3 = 1[ 1
2
,1), x4 = 1[0, 1

3
),

x5 = 1[ 1
3
, 2
3

), x6 = 1[ 2
3
,1)

x7 = 1[0, 1
4

), x8 = 1[ 1
4
, 1
2

)

x9 = 1[ 1
2
, 3
4

), x8 = 1[ 3
4
,1)

. . .

Wtedy xn
‖·‖p−→ 0, bo ‖x (k)

i ‖p = (
∫

[0,1] 1[ i−1
k
, i
k

) dλ)
1
p = (1/k)1/p → 0

przy k →∞. Ale dla ka»dego t ∈ [0, 1) ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest

rozbie»ny, bo ma dwa punkty skupienia 0 i 1. Czyli xn 6
µ-pw−→ 0.

10 / 13



Caªka wzgl¦dem miary licz¡cej, to suma!

Ci¡gi to funkcje na zbiorze N lub {1, ..., n}!

Prz. Je±li Ω = N i µ jest miar¡ licz¡c¡, to Lp(µ), p ∈ [1,∞), jest
przestrzeni¡ ci¡gów sumowalnych w p-tej pot¦dz¦:

`p :=

{
x = (x(1), ..., x(n), ...) ∈ FN :

∞∑
k=1

|x(k)|p <∞

}

z dziaªaniami po wspóªrz¦dnych i norm¡

‖x‖p :=

( ∞∑
k=1

|x(k)|p
) 1

p

Prz. Je±li Ω = {1, ..., n} i µ miara licz¡ca, to Lp(µ) ∼= Fn jest

n-wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha z norm¡

‖x‖p :=

(
n∑

k=1

|x(k)|p
) 1

p
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Funkcje charakterystyczne zbiorów o mierze sko«czonej rozpinaj¡
przestrze« caªkowalnych funkcji prostych

E(µ) := span{1Ak
: Ak ∈ Σ, µ(Ak) <∞}

=

{
n∑

k=1

yk1Ak
: yk ∈ F, µ(Ak) <∞

}
y1

A1A2

y2

A3

y3

A4

y4

Stw. Dla p ∈ [1,+∞), E(µ) jest g¦st¡ podprzestrzni¡ Lp(µ).

Zatem Lp(µ) = E(µ)
‖·‖p

jest uzupeªnieniem E(µ) w normie

‖x‖p :=

(∫
Ω

|x(t)|p dµ
) 1

p

Dowód: Dla x ∈ Lp(µ) istnieje {xn}∞n=1 ⊆ E(µ) takie, »e xn → x
punktowo oraz |xn| ¬ |x |. Skoro |x − xn|p ¬ 2|x |p ∈ L1(µ)

‖x−xn‖pp =

∫
Ω

|x(t)−xn(t)|p dµ
zbie»no±¢ zmajoryzowana

����> 0. �
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Dotychczas poznane przestrzenie Banacha (±ci¡gawka)

Ozn. przestrze« Banacha norma

Cb(Ω) funkcje ci¡gªe i ograniczone ‖x‖∞ = sup
t∈Ω
|x(t)|

C0(Ω) funkcje ci¡gªe, znikaj¡ce w niesko«czono±ci ‖x‖∞ = max
t∈Ω
|x(t)|

Lp(µ) �funkcje� caªkowalne w p-tej pot¦dze ‖x‖p =

(∫
Ω

|x(t)|p dµ
) 1

p

`∞ ci¡gi ograniczone ‖x‖∞ = sup
k∈N
|x(k)|

`p ci¡gi sumowalne w p-tej pot¦dze ‖x‖p =

( ∞∑
k=1

|x(k)|p
) 1

p

c ci¡gi zbie»ne ‖x‖∞ = max
k∈N
|x(k)|

c0 ci¡gi zbie»ne do zera ‖x‖∞ = max
k∈N
|x(k)|

Dla 1 ¬ p < q <∞ mamy

`1 ⊆ `p ⊆ `q ⊆ c0 ⊆ c ⊆ `∞ (`p = c00
‖·‖p )

Natomiast je±li µ(Ω) <∞ (miara sko«czona), to

Lq(µ) ⊆ Lp(µ) ⊆ L1(µ) (Lp(µ) = E(µ)
‖·‖p

)
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